




















Transformation de Fourier homoge`ne
by Ge´rard Laumon∗
Dans leur de´monstration de la correspondance de Drinfeld-Langlands [1], Frenkel,
Gaitsgory et Vilonen utilisent la transformation de Fourier ge´ome´trique, ce qui les
obligent soit a` supposer que le corps de base est de caracte´ristique 0 et a` travailler
avec les D-Modules, soit a` supposer qu’il est de caracte´ristique p > 0 et a` travailler avec
les faisceaux ℓ-adiques. En fait, il n’utilisent cette transformation de Fourier ge´ome´trique
que pour des faisceaux homoge`nes pour lesquels on s’attend a` avoir une transformation de
Fourier sur Z qui prolonge la transformation de Radon ge´ome´trique e´tudie´e par Brylinski
dans [2].
L’objet de cette note est de proposer une telle transformation de Fourier. Je remercie
Bourbaki de m’avoir donne´ l’occasion de re´fle´chir a` ce proble`me en pre´parant un expose´
a` son se´minaire [3]. Je remercie aussi L. Illusie pour son aide durant la re´daction de cette
note.
1. La transformation de Fourier homoge`ne
1.1. Soient S un sche´ma et π : V → S un fibre´ vectoriel de rang constant r sur S. Le




−−→V = [V/Gm,S ]
π
−−→S
de V par cette action. Rappelons que, pour tout S-sche´ma U , un objet de la cate´gorie
V(U) est un couple (L, x) forme´ d’un fibre´ en droites L sur U et d’un morphisme de
OU -Modules x : L→ OU ⊗OS V ou` V est ici conside´re´ comme un OS-Module localement
libre de rang constant r. Le S-champ V est alge´brique, de type fini et lisse purement de
dimension relative r − 1, et le morphisme quotient ρ est un Gm,S-torseur repre´sentable.
Pour V = A1S le fibre´ trivial de rang 1, on note AS le champ V correspondant.
Soient π∨ : V ∨ → S le fibre´ vectoriel dual de π et
〈 , 〉 : V ∨ ×S V → A
1
S
l’accouplement canonique. Comme pre´ce´demment, on forme le S-champ quotient
V ∨
ρ∨
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2et l’accouplement 〈 , 〉 induit un S-morphisme
µ : V∨ ×S V→ AS.
Plus pre´cise´ment, si U est un S-sche´ma, µ envoie un objet ((M, y), (L, x)) de (V∨×SV)(U)
sur l’objet
(L⊗OU M, 〈y, x〉 : L⊗OU M→ OU )
de AS(U).
1.2. On fixe un nombre premier ℓ inversible sur S et une cloˆture alge´brique Qℓ de
Qℓ. On suppose que S est de type fini sur un anneau re´gulier R de dimension ≤ 1, de
sorte que l’on dispose d’un formalisme ℓ-adique des six ope´rations de Grothendieck sur
la cate´gorie des S-champs alge´briques de type fini (cf. [4] et [5]). Pour tout S-champ X
de type fini, on dispose donc des cate´gories de´rive´es Dbc (X,Qℓ) ⊂ D
±
















f ! : D±,bc (Y,Qℓ)→ D
±,b
c (X,Qℓ),
pour tout S-morphisme f : X → Y de S-champs alge´briques de type fini, les
foncteurs f∗ et f! respectant D
b
c lorsque f est repre´sentable,
- un foncteur 〈〈Hom interne 〉〉
Hom : Dbc (X,Qℓ)
opp ×D±,bc (X,Qℓ)→ D
±,b
c (X,Qℓ),




opp → D∓,bc (X,Qℓ)
de´fini par
DX(K) = Hom(K, ε
!Qℓ[2d](d))
ou` ε : X→ Spec(R) est le morphisme structural et d(= 0 ou 1) est la dimension de
R,
- des isomorphismes canoniques de foncteurs DX ◦f∗ ∼= f! ◦DX et DX ◦f
∗ ∼= f ! ◦DX,
- deux produits tensoriels internes e´change´s par la dualite´,











(K1, K2) 7→ DX(DX(K1)⊗DX(K2)),
3- un isomorphisme canonique Hom(K,L) ∼= DX(K)⊗˜L fonctoriel en (K,L) dans
Dbc (X,Qℓ)
opp ×D±,bc (X,Qℓ).
On dispose aussi de la sous-cate´gorie strictement pleine Perv(X,Qℓ) ⊂ D
b
c (X,Qℓ) des
Qℓ-faisceaux pervers pour la fonction de dimension rectifie´e introduite par M. Artin (cf.
[6] et [7]). Si X est un sche´ma de type fini sur S, rappelons que cette fonction est de´finie
par
δ(x) = dim({p}) + deg.tr(κ(x)/κ(p)), ∀x ∈ X,
ou` p ∈ Spec(R) est l’image de x, {p} est l’adhe´rence de {p} dans Spec(R), κ(x) est le corps
re´siduel de x et κ(p) est le corps des fractions de R/p, et rappelons que K ∈ obDbc (X,Qℓ)
est un Qℓ-faisceau pervers si et seulement si, pour tout point x ∈ X , on a
Hni∗xK = (0), ∀n > −δ(x), et H
ni!xK = (0), ∀n < −δ(x),
ou` ix : {x} →֒ X est l’inclusion.
La sous-cate´gorie Perv(X,Qℓ) ⊂ D
b
c (X,Qℓ) est stable par la dualite´ DX et elle est
noethe´rienne et artinienne (tous ses objets sont de longueur finie).
1.3. L’inclusion naturelle Gm,S →֒ A
1
S passe au quotient en une immersion ouverte
β : S = [Gm,S/Gm,S ] →֒ AS.
On note
Ψ = β∗Qℓ ∈ D
b
c (AS,Qℓ)
l’image directe totale du faisceau constant Qℓ sur S par cette dernie`re immersion ouverte.
Le the´ore`me de purete´ cohomologique nous donne un triangle distingue´
Qℓ → Ψ→ α∗Qℓ[−1](−1)→
dans Dbc (AS,Qℓ), ou` α : B(Gm,S) = [S/Gm,S ] →֒ AS est l’immersion ferme´e
comple´mentaire de β.




ou` v : A1S−a(S) →֒ A
1
S est l’ouvert comple´mentaire de l’image de la section et h : A
1
S → S
est le morphisme structural.




ou` g : S → B(Gm,S) est le Gm,S-torseur universel.
4De´monstration : Commenc¸ons par l’assertion (i). Par le the´ore`me de changement de
base propre, on peut supposer que S est le spectre d’un corps alge´briquement clos, et
donc que a est un point ferme´ de A1 (pour alle´ger la re´daction, on supprime l’indice S
des notations). Il s’agit alors de de´montrer que
RΓc(A
1, v∗Qℓ) = (0),
ou ce qui revient au meˆme par dualite´, que
RΓ(A1, v!Qℓ) = (0),
Or, on a le triangle distingue´
RΓ(A1, v!Qℓ)→ RΓ(A
1,Qℓ)→ Qℓ →
ou` la deuxie`me fle`che est la fle`che de restriction a` {a} ⊂ A1 et est donc un isomorphisme,
d’ou` la conclusion.
De´montrons maintenant l’assertion (ii). Pour cela conside´rons le triangle distingue´
β!Qℓ → β∗Qℓ → α∗α
∗β∗Qℓ
dans Dbc (AS,Qℓ) et appliquons lui le foncteur h! pour le morphisme h : AS =
[A1S/Gm,S ]→ [S/Gm,S ] = B(Gm,S) qui est induit par le morphisme structural A
1
S → S.
On obtient le triangle distingue´
g!Qℓ → h!β∗Qℓ → α
∗β∗Qℓ




puisqu’on a h!β∗Qℓ = (0) d’apre`s la partie (i) de´ja` de´montre´e. 











∗K ⊗ µ∗Ψ)[r − 1]
ou` pr∨ et pr sont les projections canoniques de V∨ ×S V.
Les immersions ouvertes V ◦ →֒ V et V ∨◦ →֒ V ∨ des comple´mentaires des sections
nulles des fibre´s vectoriels V et V ∨ passent au quotient en des immersions ouvertes
j : P(V ) = V◦ = [V ◦/Gm,S ] →֒ V et j
∨ : P(V ∨) = V∨◦ = [V ∨◦/Gm,S ] →֒ V
∨
5ou` P(V ) et P(V ∨) sont les S-fibre´s projectifs des droites de V/S et V ∨/S respectivement.
Notons
I : H →֒ P(V ∨)×S P(V )
l’hypersurface d’incidence, quotient du ferme´ de V ∨◦×SV
◦ d’e´quation 〈w, v〉 = 0. Notons
enfin J : (P(V ∨)×SP(V ))−H →֒ P(V
∨)×SP(V ) l’immersion ouverte comple´mentaire du
ferme´ H. Comme H est un diviseur lisse sur S dans un sche´ma lisse sur S, une nouvelle
application du the´ore`me de purete´ donne un triangle distingue´
Qℓ[2r − 2]→ J∗Qℓ[2r − 2]→ I∗Qℓ[2r − 3](−1)→
dans Dbc (P(V
∨)×S P(V ),Qℓ).
PROPOSITION 1.6. — Le foncteur compose´
(j∨)∗ ◦ FourV/S ◦j! : D
b




n’est autre que le foncteur
K 7→ pr∨! (pr
∗K ⊗ J∗Qℓ)[r − 1]
ou` pr∨ et pr sont maintenant les deux projections canoniques de P(V ∨) ×S P(V ), et on
a un de´vissage fonctoriel en K ∈ obDbc (P(V ),Qℓ),
(π∨◦)∗(π◦)!K[r − 1]→ (j
∨)∗ FourV/S(j!K)→ RadP(V )/S(K)(−1)→
ou` π∨◦ : P(V ∨)→ S et π◦ : P(V )→ S sont les morphismes structuraux et ou`
RadP(V )/S : D
b




est la transformation de Radon ge´ome´trique (cf. [2]) de´finie par
RadP(V )/S(K) = q!q
∗K[r − 2]
ou` q∨ : H → P(V ∨) et q : H → P(V ) sont les restrictions a` H des deux projections
canoniques.
De´monstration : Comme la restriction du morphisme µ : V∨ ×S V → A a` l’ouvert
P(V ∨)×S P(V ) est lisse, on a
(j∨ ×S j)
∗µ∗Ψ ∼= J∗Qℓ
par le the´ore`me de changement de base par un morphisme lisse, d’ou` la premie`re assertion.
6Compte tenu de cette premie`re assertion, on de´duit du triangle distingue´ pre´ce´dant
l’e´nonce´ de la proposition un triangle distingue´
pr∨! pr
∗K[r − 1]→ (j∨)∗ FourV/S(j!K)→ pr
∨
! (pr
∗K ⊗ I∗Qℓ)[r − 2](−1)→,
d’ou` la seconde assertion puisque pr∨! pr
∗ ∼= (π∨◦)∗(π◦)! d’apre`s le the´ore`me de change-
ment de base propre. 
Soient W → S un deuxie`me fibre´ vectoriel de rang constant s et f : V → W un
morphisme de S-fibre´s vectoriels de transpose´ tf : W∨ → V ∨. Par passage au quotient
on a des S-morphismes, note´s encore f et tf ,
f : V→W et tf : W∨ → V∨.
et on ve´rifie, comme on le fait pour la transformation de Fourier-Deligne [8], le lemme
suivant.
LEMME 1.7. — On a un isomorphisme canonique de foncteurs
FourW/S ◦f! ∼= (
tf)∗ ◦ FourV/S[s− r]. 
En particulier, si i : B(Gm,S) →֒ V et i
∨ : B(Gm,S) →֒ V
∨ sont les immersions ferme´es
comple´mentaires des immersions ouvertes j et j∨ et si on note encore π : V→ B(Gm,S) et
π∨ : V∨ → B(Gm,S) les morphismes repre´sentables induits par les projections canoniques
π : V → S et π∨ : V ∨ → S, on a
FourV/S ◦i! ∼= (π
∨)∗ ◦ FourB(Gm,S)/S [r]
et
FourB(Gm,S)/S ◦π!
∼= (i∨)∗ ◦ FourV/S[−r].






est le foncteur d’inclusion de Dbc (B(Gm,S),Qℓ) dans D
−
c (B(Gm,S),Qℓ).





ou` pr∨ et pr sont les projections canoniques de B(Gm,S) ×S B(Gm,S) et ou` ν :
B(Gm,S) ×S B(Gm,S) → B(Gm,S) envoie tout couple de fibre´s en droites (M,L) sur













ou` ∆ est le morphisme morphisme diagonal et ε est le morphisme structural.
Appliquant le the´ore`me de changement de base propre a` ce carre´ et la formule des
projections, on obtient que
pr∨! (pr
∗K ⊗ ν∗g!Qℓ) = pr
∨
! (pr
∗K ⊗∆!Qℓ) = K,
d’ou` la proposition. 
COROLLAIRE 1.9. — L’image essentielle de la transformation de Fourier homoge`ne







De´monstration : Tout K ∈ obDbc (V/S,Qℓ) admet le de´vissage
j!j
∗K → K → i∗i
∗K →,












D’apre`s la proposition 1.6, (j∨)∗ FourV/S(j!j
∗K) est a` cohomologie borne´e et, d’apre`s le
lemme 1.7 et la proposition 1.8, il en est de meˆme de
FourV/S(i!i





∗K) = π◦! j
∗K[r]
ou` π◦ = π ◦ j : P(V )→ B(Gm,S), d’ou` le corollaire. 
2. Relation entre les transformations de Fourier homoge`ne et de Fourier-
Deligne
82.1. Supposons dans cette section que S est de caracte´ristique p > 0 et fixons un
caracte`re additif non trivial ψ : Fp → Q
×
ℓ .











∗K ⊗ 〈 , 〉∗Lψ)[r]
ou` pr∨ et pr sont les projections canoniques de V ∨ ×S V , ou`
〈 , 〉 : V ∨ ×S V → A
1
S
est l’accouplement canonique et ou` Lψ est le Qℓ-faisceau lisse de rang 1 d’Artin-Schreier
sur A1S associe´ au caracte`re ψ.
THE´ORE`ME 2.2. — Les foncteurs compose´s
(ρ∨)∗ ◦ FourV/S et FourV/S,ψ ◦ρ





De´monstration : Faisons agir Gm,S sur V
∨×S V de manie`re anti-diagonale (t · (w, v) =
(t−1w, tv)). On a le diagramme a` carre´s carte´siens
V ∨
pr∨




y  Ry  y ρ
V∨ ←−−−
pr∨
[(V ∨ ×S V )/Gm,S] −−−→
pr
V
ou` R est le morphisme quotient, et 〈 , 〉 : V ∨ ×S V → A
1
S se factorise en
V ∨ ×S V
R
−−→ [(V ∨ ×S V )/Gm,S ]
〈 , 〉
−−−→A1S
Une application du the´ore`me de changement de base pour un morphisme repre´sentable
propre montre que, pour tout K ∈ obDbc (V,Qℓ)
FourV/S,ψ(ρ
∗K) = (ρ∨)∗ pr∨! (pr
∗K ⊗ 〈 , 〉
∗
Lψ)[r].
En termes image´s, le transforme´ de Fourier-Deligne d’un complexe Gm,S -e´quivariant est
aussi Gm,S-e´quivariant.
9Maintenant, V∨×S V est le quotient de [(V
∨×S V )/Gm,S ] par l’action de Gm,S induite
par celle par homothe´tie sur le facteur V de V ∨ ×S V . Si on note
F : [(V ∨ ×S V )/Gm,S ]→ V
∨ ×S V
le morphisme quotient, les morphismes pr et pr∨ introduits ci-dessus se factorisent par
F en les projections canoniques pr et pr∨ de V∨ ×S V. Par suite, une application de la
formule des projections nous donne un isomorphisme canonique
pr∨! (pr





∗K ⊗ F!〈 , 〉
∗
Lψ)[r].
Calculons enfin F!〈 , 〉
∗
Lψ . On a le carre´ carte´sien




y  y f
V∨ ×S V −−−−−−→
µ
AS
ou` f : A1S → [A
1
S/Gm,S ] = AS est le morphisme quotient. En appliquant de nouveau le





On conclut par le lemme 2.3 ci-dessous. 
LEMME 2.3. — Le complexe β∗f!Lψ est canoniquement isomorphe au faisceau constant
Qℓ sur S, place´ en degre´ 1, et le morphisme d’adjonction f!Lψ → β∗β
∗f!Lψ est un
isomorphisme. Par suite, le complexe f!Lψ[1] est canoniquement isomorphe au complexe
Ψ = β∗Qℓ de´fini en 1.3.
De´monstration : Si h : A1S → S est le morphisme structural, il est bien connu que
h!Lψ = (0). Par suite, β
∗f!Lψ , qui est l’image directe par le morphisme structural
Gm,S → S de la restriction a` Gm,S ⊂ A
1
S de Lψ , est canoniquement isomorphe a` Qℓ[−1].
Le coˆne de la fle`che d’adjonction f!Lψ → β∗β
∗f!Lψ est le complexe α
!f!Lψ[1] et
il nous reste a` de´montrer que α!f!Lψ = (0), ou ce qui revient au meˆme par dualite´,
que α∗f∗Lψ−1 = (0). Pour cela, on peut se restreindre a` A
1
S par le morphisme lisse










est carte´sien, une application du the´ore`me de changement de base lisse nous rame`ne donc
a` ve´rifier que 0∗ pr∗Lψ−1(xt) = (0), ou` pr est la projection canonique sur le premier
facteur de A1S ×S Gm,S et 0 : S → A
1
S est la section nulle.
Compactifions pr en

















S e´tant la re´union disjointe des




S , x 7→ (x, 0) et x 7→ (x,∞).






S se prolonge en un








S, et que les prolongements
par ze´ro et par image directe totale de ce dernier syste`me local a` A1S ×S P
1
S tout entier
co¨ıncident (cf. la de´monstration de (2.4.1) dans [9]).
Si on note Lψ−1(xt) ces deux meˆmes prolongements, on a un triangle distingue´
pr∗ Lψ−1(xt)→ pr∗Lψ−1(xt)→ Qℓ[−1](−1)→
dans Dbc (A
1
S,Qℓ), et donc un triangle distingue´
0∗ pr∗ Lψ−1(xt)→ 0
∗ pr∗Lψ−1(xt)→ Qℓ[−1](−1)→
dans Dbc (S,Qℓ), et il ne reste plus qu’a` ve´rifier que le fle`che de bord
Qℓ[−1](−1)→ 0
∗ pr∗Lψ−1(xt)[1]
est un isomorphisme. Mais, par le the´ore`me de changement de base propre, cette fle`che




d’ou` la conclusion. 
2.4. Il re´sulte du the´ore`me 2.1 que, si S est de caracte´ristique p > 0, la transformation
de Fourier homoge`ne est involutive, commute a` la dualite´ et induit une e´quivalence de
la cate´gorie des Qℓ-faisceaux pervers sur V sur celle des Qℓ-faisceaux pervers sur V
∨.
Dans les deux sections qui suivent, nous allons donner une de´monstration directe de ces
proprie´te´s et donc voir qu’elles valent aussi pour S arbitraire.
3. Involutivite´ de la transformation de Fourier homoge`ne
11
THE´ORE`ME 3.1. — La transformation de Fourier homoge`ne est involutive au sens ou`
le foncteur compose´





est canoniquement isomorphe au foncteur K 7→ K(−r).




LEMME 3.2. — Soient f : A1S → AS le morphisme quotient et v : A
1
S − a(S) →֒ A
1
S
l’ouvert comple´mentaire de l’image d’une section a : S → A1S partout non nulle. Le
complexe β∗f!v∗Qℓ est canoniquement isomorphe au faisceau constant Qℓ sur S, place´
en degre´ 1, et le morphisme d’adjonction f!v∗Qℓ → β∗β
∗f!v∗Qℓ est un isomorphisme.
Par suite, le complexe f!v∗Qℓ[1] est canoniquement isomorphe au complexe Ψ = β∗Qℓ
de´fini en 1.3.
De´monstration : Le complexe β∗f!v∗Qℓ est l’image directe a` supports propres par le
morphisme structural Gm,S → S du faisceau constant Qℓ sur Gm,S − a(S) prolonge´ par
image directe totale a` Gm,S tout entier. On a donc bien β
∗f!v∗Qℓ ∼= Qℓ[−1] d’apre`s
l’assertion (i) du lemme 1.4.
En raisonnant comme dans la de´monstration du lemme 2.3, on voit qu’il nous reste
a` ve´rifier que 0∗ pr∗w!Qℓ = (0) ou` w est l’inclusion dans A
1
S ×S Gm,S de l’ouvert
comple´mentaire du ferme´ d’e´quation xt = a.
Conside´rons la compactification partielle
A1S ×S Gm,S
u















S − 0(S)) e´tant A
1
S ×S ∞(S). Si
y = t−1 est la coordonne´e affine a` l’infini de P1S , le ferme´ d’e´quation xt = a de A
1
S×SGm,S
se prolonge en le ferme´ d’e´quation x = ay de A1S ×S (P
1
S − 0(S)) = S[x, y], ferme´ qui est
transverse au ferme´ A1S ×S ∞(S) d’e´quation y = 0. Si on note w˜ l’inclusion de l’ouvert
{x 6= ay} dans A1S ×S (P
1
S − 0(S)) et u˜ l’inclusion de {(x, y) ∈ A
1
S ×S Gm,S | x 6= ay}
dans {(x, y) ∈ A1S ×S (P
1
S − 0(S)) | x 6= ay}, on a
u∗w! = w˜!u˜∗Qℓ
par la formule de Ku¨nneth, et on a donc un triangle distingue´




p˜r∗ w˜!Qℓ = (0)
d’apre`s 1.4(i), et R1u˜∗Qℓ est la faisceau Qℓ(−1) sur la partie localement ferme´e Gm,S ×S
∞(S) = {(x, y) ∈ A1S×S (P
1
S−0(S)) | x 6= 0, y = 0}, de sorte que p˜r∗ w˜!R
1u˜∗Qℓ[−1] est le
prolongement par ze´ro deQℓ[−1](−1) deGm,S a` A
1
S . Par suite, on a bien 0
∗ pr∗w!Qℓ = (0)
et le lemme est de´montre´. 
LEMME 3.3. — On a
h!Ψ = (0)
ou` h : AS → S est le morphisme structural.
De´monstration : Cela re´sulte imme´diatement des lemmes 3.2 et 1.4(i) puisque h = h◦f .

LEMME 3.4. — Faisons agir Gm,S diagonalement par homothe´tie sur A
2
S et soient
q : [A2S/Gm,S ] → A
2
S = AS ×S AS le morphisme quotient et σ : [A
2
S/Gm,S ] → AS le
morphisme induit par le morphisme diffe´rence A2S → A
1




De´monstration : On a d’une part
σ∗β∗Qℓ = j∗Qℓ
ou` j : U →֒ [A2S/Gm,S ] est l’ouvert quotient de l’ouvert {(x, y) | x 6= y} de A
2
S , puisque σ
est repre´sentable et lisse. On a d’autre part
β∗Qℓ ⊠ β∗Qℓ ∼= (β
2)∗Qℓ
ou` β2 est l’immersion ouverte β×β : S = S×S S →֒ A
2
S, d’apre`s la formule de Ku¨nneth.










ou` i : B →֒ A2S est l’image de l’ouvert A
2
S − {(0, 0)} ⊂ A
2
S . Il suffit donc :
(1) de construire une isomorphisme canonique i∗q!j∗Qℓ[1]
∼
−→ γ∗Qℓ,
(2) de montrer que la fle`che d’adjonction q!j∗Qℓ → i∗i
∗q!j∗Qℓ est un isomorphisme.
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Le champ B admet le recouvrement ouvert B = B1 ∪ B2 ou` B1 = AS ×S S et













ou` 1 : S → A1S est la section constante de valeur 1. Par suite, la restriction de i
∗q!j∗Qℓ[1]
a` B1 ∼= AS ou B2 ∼= AS est canoniquement isomorphe a` f∗v!Qℓ[1], et donc a` β∗Qℓ,
d’apre`s le lemme 3.2, d’ou` le point (1).
Il suffit de de´montrer le point (2) apre`s le changement de base par le morphisme
quotient A2S → A
2
S . Par suite, d’apre`s le the´ore`me de changement de base par un
morphisme lisse, si on note encore j l’inclusion de l’ouvert U = {(x, y, t) | xt 6= y}
dans A2S ×S Gm,S , q la projection canonique de A
2
S ×S Gm,S sur A
2
S et i l’inclusion de
A2S − {(0, 0)} dans A
2
S , il ne nous reste plus qu’a` de´montrer que la fle`che d’adjonction
q!j∗Qℓ → i∗i





On compactifie la projection q en
A2S ×S Gm,S
k











et on introduit l’ouvert
j : U = {((x, y), (T ;U)) | xT − yV 6= 0} →֒ A2S ×S P
1
S .
On a un carre´ carte´sien d’immersions ouvertes
U
j
−−−→ A2S ×S Gm,S
kU






et, par adjonction, une fle`che
k!j∗Qℓ → j∗kU,!Qℓ.
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Cette fle`che est un isomorphisme. En effet, le proble`me est local sur A2S ×S P
1
S en
les points du ferme´ comple´mentaire de la re´union des deux ouverts A2S ×S A
1
S et U .
Or, en ces points on est localement dans une situation produit. En effet, on a des






S est le comple´mentaire du diviseur
lisse {(T ;U) = (0; 1)} ∪ {(T ;U) = (1; 0)}, U est le comple´mentaire du diviseur lisse
{xT −yU = 0} et ces deux diviseurs lisses se coupent transversalement. On conclut donc
par la formule de Ku¨nneth.
On a donc des isomorphismes canoniques
q!j∗Qℓ ∼= q∗k!j∗Qℓ
∼= q∗j∗kU,!Qℓ
et, comme q ◦ j se factorise par i en
U
j






A2S − {(0, 0)} −−−−−−→
i
A2S
on a en fait un isomorphisme canonique
q!j∗Qℓ ∼= i∗qU,∗kU,!Qℓ,
d’ou` le point (2). 
De´monstration du the´ore`me 3.1 : On proce`de comme pour la transformation de
Fourier-Deligne (cf. [8](1.2.2)). Il s’agit donc de construire un isomorphisme
pr13,! ν
∗(Ψ⊠Ψ) ∼= ∆!Qℓ[2− 2r](−r)
ou` pr13 : V×S V
∨ ×S V→ V×S V est le projection canonique, ou`
ν : V×S V
∨ ×S V→ A
2
S
est induit par le morphisme (v1, w, v2)→ (〈w, v1〉, 〈w, v2〉) de V ×S V
∨ ×S V dans A
2
S et
ou` ∆ : V→ V×S V est le morphisme diagonal.
On a le carre´ carte´sien




y  y q
V×S V




ou` ν′ est induite par le morphisme de V ∨ ×S V ×S V dans A
2
S qui envoie (w, v1, v2) sur
(〈w, v1〉, 〈w, v2〉) et q
′ est induite par le morphisme de V ∨×S V ×S V dans V ×S V
∨×S V
qui envoie (w, v1, v2) sur (v1, w, v2). On de´duit de l’isomorphisme du lemme 3.4 et du
the´ore`me de changement de base propre un isomorphisme
ν∗(Ψ⊠Ψ) ∼= q′!ν
′∗σ∗Ψ[1].
Comme σ ◦ ν′ se factorise en




ou` s : [(V ×S V )/Gm,S ]→ V est induit par le morphisme V ×S V → V qui envoie (v1, v2)
sur v1 − v2, que pr13 ◦q
′ se factorise en
V∨ ×S [(V ×S V )/Gm,S ]
pr
2−−−→ [(V ×S V )/Gm,S ]→ V×S V
et que ∆ se factorise en
V
∆′
−−−→ [(V ×S V )/Gm,S ]→ V×S V,
ou` ∆′ est induit par le morphisme diagonal V → V ×S V , il suffit de construire un
isomorphisme
pr2,!(Id×s)
∗µ∗Ψ[1] ∼= ∆′!Qℓ[2− 2r](−r).
Or, on a un diagramme a` carre´s carte´siens
[(V ×S V )/Gm,S ]×S V
∨ Id×s−−−−−−→ V∨ ×S V
pr
2
y  y pr2








ou` i est induit par la section nulle S → V . Par suite, en utilisant de nouveau le the´ore`me
de changement de base propre, on voit qu’il suffit de construire un isomorphisme
pr2,! µ
∗Ψ[1] ∼= i!Qℓ[2− 2r](−r).
Comme i est repre´sentable et une immersion ferme´e, on obtient un tel isomorphisme
si l’on montre que pr2,! µ
∗Ψ[1] est supporte´ par l’image de i et que, apre`s changement de
base par i, on a un tel isomorphisme.
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Or, pour tout point ge´ome´trique s de S et tout v ∈ Vs, v 6= 0, induisant un morphisme




∗Ψ) ∼= RΓc(As, 〈v〉!〈v〉
∗Ψ) ∼= RΓc(As,Ψ)[2− 2r](1− r) = (0)






ou` le morphisme structural π∨ : V∨ → S est le compose´ de π∨ : V∨ → B(Gm,S)
par le morphisme structural ε : B(Gm,S) → S. Mais d’apre`s le lemme 1.4(ii), on a
un isomorphisme canonique
α∗Ψ ∼= g!Qℓ[1]
ou` g : S → B(Gm,S) est le torseur universel, d’ou` la conclusion puisque ε◦g est l’identite´
de S. 
4. Commutation a` la dualite´ et t-exactitude de la transformation de Fourier
homoge`ne
THE´ORE`ME 4.1. — Il existe un isomorphisme canonique entre les foncteurs
K 7→ FourV/S(DV(K)) et K 7→ DV∨(FourV/S(K))(−r)
de Dbc (V,Qℓ)
opp dans Dbc (V
∨,Qℓ).
De´monstration : On reprend mot pour mot un argument de Verdier pour la transfor-
mation de Fourier-Deligne. Par la dualite´ de Grothendieck, le foncteur











ou` Ψ′ = DA(Ψ) = β!Qℓ.











puisque pr! est l’adjoint a` gauche de pr
! et que l’on a l’isomorphisme de Grothendieck












pour tout S-champ alge´brique de type fini et tous K,L,M ∈ obDbc (X,Qℓ).
Par suite, F∗ est un adjoint a` droite du foncteur FourV∨/S. Mais, il en est de meˆme du
foncteur K → FourV/S(K)(r) qui est un quasi-inverse de FourV∨/S. Ces deux adjoints a`
droite sont donc quasi-isomorphes et le the´ore`me est de´montre´. 
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THE´ORE`ME 4.2. — La transformation de Fourier homoge`ne FourV/S est t-exacte.
De´monstration : Compte tenu du the´ore`me 4.1, il suffit de de´montrer que, pour tout
Qℓ-faisceau pervers K sur V, FourV/S(K) est dans
pD≥0c (V
∨,Qℓ), c’est-a`-dire que les
faisceaux de cohomologie perverse pHi(FourV/S(K)) sont tous nuls pour i < 0.
Posons L = pr∗K ⊗ µ∗Ψ et de´montrons dans un premier temps que L est dans
pD≥0c (V
∨ ×S V,Qℓ). On a le de´vissage
Qℓ → β∗Qℓ → α∗Qℓ[−1](−1)→
ou` on rappelle que α : B(Gm,S) →֒ AS est l’immersion ferme´e comple´mentaire de
l’immersion ouverte β : S →֒ A, et on a donc aussi le de´vissage
pr∗K[r − 1]→ L→ i∗i
∗(pr∗K[r − 1])[−1](−1)→
ou` i : H →֒ V∨×SV est l’immersion ferme´e induite par l’inclusion {〈w, v〉 = 0} ⊂ V
∨×SV .
Maintenant, comme K est pervers et que pr est lisse purement de dimension relative
r−1, pr∗K[r−1] est pervers et i∗i
∗(pr∗K[r−1]) est dans pD
[−1,0]
c (V∨×S V,Qℓ) d’apre`s
[6](4.1.10)(ii). Par suite, L est bien dans pD≥0c (V
∨ ×S V,Qℓ).
Pour terminer la de´monstration, e´tudions le complexe π!ρ
∗L[1] ou` on a note´ encore
π : V∨ ×S V → V
∨ et ρ : V∨ ×S V → V
∨ ×S V les changements de base par π
∨ : V∨ → S
des morphismes π : V → S et ρ : V → V. Comme ρ est lisse purement de dimension
relative 1, ρ∗L[1] est pervers sur V∨ ×S V et, comme π est affine, π!ρ
∗L[1] est donc dans
pD≥0c (V
∨,Qℓ) d’apre`s [6](4.1.2). De plus, on a π!ρ
∗L[1] = pr!(L ⊗ ρ!Qℓ[1]) d’apre`s la
formule des projections et on a un triangle distingue´
Qℓ → ρ!Qℓ[1]→ Qℓ[−1](−1)→ .




∗L[1] est dans pD≥0c (V
∨,Qℓ). En prenant la suite exacte longue de cohomologie
perverse, on en de´duit des isomorphismes
pHi−2 pr∨! L(−1)
∼
−→ pHi pr∨! L, ∀i < 0.
Par suite, si l’un des faisceaux de cohomologie perverse pHi de pr∨! L = FourV/S(K) avec
i < 0 e´tait non nul, il en serait de meˆme de tous les pHi−2n avec n ≥ 0, ce qui contredit
le fait que FourV/S(K) est un complexe borne´ (cf. Corollaire 1.9), d’ou` la conclusion. 
5. Comple´ments
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5.1. Supposons tout d’abord que S = Spec(Fq) pour un corps fini a` q e´le´ments Fq et
calculons l’action de la transformation de Fourier homoge`ne sur les fonctions 〈〈trace de
Frobenius 〉〉.
On note |V(Fq)| l’ensemble des classes d’isomorphie des objets de la cate´gorie V(Fq) ;
on a
|V(Fq)| = {0} ∪ P(V )(Fq).
Pour tout K ∈ Dbc (V,Qℓ), on note
τK : |V(Fq)| → Qℓ
la fonction qui associe a` v ∈ |V(Fq)| la trace de l’action de l’endomorphisme de Frobenius
ge´ome´trique Frobq relatif a` Fq sur la fibre de K en n’importe quel point ge´ome´trique de
V localise´ en v. Bien entendu on pose la meˆme de´finition pour V∨.










ou` on rappelle que H ⊂ P(V ∨)×S P(V ) est l’hypersurface d’incidence.
Preuve : On applique la formule des traces de Grothendieck, soit directement, soit
a` travers la compatibilite´ de la transformation de Fourier homoge`ne a` celle de Fourier-
Deligne prouve´e dans la section 2. 
5.3. On revient a` la situation ge´ne´rale et on conside`re la sous-cate´gorie pleine
Dbc,†(P(V ),Qℓ) ⊂ D
b
c (P(V ),Qℓ)
de´finie par la condition (π◦)!K = (π
◦)∗K = (0), ou` on rappelle que le morphisme projectif
π◦ : V◦ = P(V ) → S est la projection canonique. Cette sous-cate´gorie est triangule´e et
est sa propre image par la dualite´ DP(V ).
La proposition suivante est une variante de re´sultats de Brylinski sur la transformation
de Radon ge´ome´trique (cf. [2]).
PROPOSITION 5.4. — (i) Pour tout K ∈ obDbc (P(V ),Qℓ), on a (π
◦)∗K = (0) si et
seulement si la fle`che d’oubli des supports
j!K → j∗K
est un isomorphisme dans Dbc (V,Qℓ).
(ii) Pour tout K ∈ obDbc (P(V ),Qℓ), on a (π
◦)∗K = (0) si et seulement si
(π∨◦)∗RadP(V )/S(K) = (0), et la transformation de Radon ge´ome´trique RadP(V )/S induit
une e´quivalence de cate´gories triangule´es






de quasi-inverse induit par RadP(V ∨)/S(r − 2).
Nous utiliserons le lemme d’homotopie bien connu suivant :
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LEMME 5.5. — Soit f : X → S un S-sche´ma se´pare´ et de type fini, muni d’une S-
action contractante de Gm,S , c’est-a`-dire d’un morphisme A
1
S ×S X → X, (u, x) 7→ u · x
tel que 1 · x = x et (tu) · x = t · (u · x) quels que soient x ∈ X, t ∈ Gm,S et u ∈ A
1
S.
Notons ρ : X → X le champ quotient de X par cette action de Gm,S. Alors, pour tout





g : Y = {x ∈ X | t · u = x, ∀t ∈ Gm,S} → S
des points fixes de cette action, est un isomorphisme.
De´monstration : Par de´vissage de K en un complexe nul sur Y = [Y/Gm,S ] ⊂ X et un
complexe supporte´ sur Y, on peut supposer que la restriction de K a` Y est nulle, et il
s’agit alors de de´montrer que f∗ρ
∗K = (0).
Soit τ : A1S ×S X → A
1
S ×S X l’endomorphisme de´fini par τ(u, x) = (u, u · x). On a
un isomorphisme e´vident entre les restrictions des complexes pr∗X ρ
∗K et τ∗ pr∗X ρ
∗K a`
l’ouvert Gm,S×SX ⊂ A
1
S×SX , et comme la restriction de K a` Y est nulle par hypothe`se,
il en est de meˆme de la restriction de τ∗ pr∗X ρ
∗K au ferme´ X →֒ A1S ×S X, x 7→ (0, x).
On en de´duit l’existence d’une fle`che
τ∗ pr∗X ρ
∗K → pr∗X ρ
∗K
sur A1S ×S X tout entier dont la restriction a` Gm,S ×S X est un isomorphisme. Par
adjonction, cette fle`che nous donne une fle`che
pr∗X ρ


























∗K est l’image re´ciproque
du complexe f∗ρ
∗K par la projection canonique A1S → S et la formation de la fle`che (∗)
commute a` la restriction a` toute section S → A1S de cette meˆme projection canonique. Il
ne reste plus qu’a` remarquer que la restriction a` la section 1 : S → A1S de (∗) est l’identite´
alors que celle a` la section 0 : S → A1S est nulle pour conclure que f∗ρ
∗K = (0). 
De´monstration de la proposition 5.4 : Notons encore j l’inclusion de V ◦ dans V et
ρ◦ : V ◦ → P(V ) le morphisme quotient. La fle`che d’oubli des supports de l’e´nonce´ est un





est un isomorphisme dans Dbc (V,Qℓ). Le lemme d’homotopie pre´ce´dent applique´ a` j∗K ∈
obDbc (V,Qℓ) assure que cette dernie`re fle`che d’oubli des supports est un isomorphisme si
et seulement si π◦∗ρ
∗K = π∗j∗ρ
∗K = (0) ou` π◦ = π ◦ j : V ◦ → S.
On a
π◦∗ρ
∗K = (π ◦)∗(K ⊗ ρ∗Qℓ)
d’apre`s la formule de Ku¨nneth, puisque ρ est un Gm,S-torseur, d’ou` un triangle distingue´
(π ◦)∗K → π
◦
∗ρ
∗K → (π ◦)∗K[−1](−1)→ .
Par suite, π◦∗ρ
∗K = (0) si et seulement si la fle`che de co-bord
(π ◦)∗K[−1](−1)→ (π
◦)∗K[1]
est un isomorphisme, c’est-a`-dire si et seulement si (π ◦)∗K = (0) puisque ce dernier
complexe est borne´, d’ou` l’assertion (i) de la proposition.
Passons a` la de´monstration de l’assertion (ii). On a










(π◦)∗K[r − 2− 2i](−i),
et donc (π∨◦)∗RadP(V )/S(K) = (0) si et seulement si (π
◦)∗K = (0).
Si (π◦)∗K = (0), on a
(j∨)∗ FourV/S(j!K) ∼= RadP(V )/S(K)(−1)
d’apre`s la proposition 1.6, et donc
j∗ FourV∨/S((j
∨)!(j
∨)∗ FourV/S(j!K)) ∼= RadP(V ∨)/S(RadP(V )/S(K))(−2)









j∗ FourV∨/S(FourV/S(j!K)) ∼= K(−r)
d’apre`s le the´ore`me 3.1, et
j∗ FourV∨/S((i
∨)∗(i
∨)∗ FourV/S(j!K)) = j
∗π∗(i∨)∗ FourV/S(j!K)[r] = j
∗π∗π!j!K[2r]
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d’apre`s des cas particuliers du lemme 1.7 et la proposition 1.8. Comme le morphisme
de´duit de π ◦ j : P(V ) → B(Gm,S) par le changement de base S → B(Gm,S) est
le morphisme structural π◦ : V ◦ → S qui se factorise en le morphisme quotient
ρ◦ : V ◦ → P(V ) et π◦ : P(V )→ S, il re´sulte de l’hypothe`se (π◦)∗K = (0) que π!j!K = (0),
et donc que
RadP(V ∨)/S(RadP(V )/S(K)) ∼= K(2− r),
et l’assertion (ii) est de´montre´e. 
LEMME 5.6. — (i) La sous cate´gorie strictement pleine S de Perv(P(V ),Qℓ) de´finie
comme l’image essentielle du foncteur exact
(π◦)∗(·)[r − 1] : Perv(S,Qℓ)→ Perv(P(V ),Qℓ),
est une sous-cate´gorie de Serre, c’est-a`-dire est stable par sous-quotients et par exten-
sions.
En particulier, tout Qℓ-faisceau pervers K sur P(V ) admet un plus grand sous-faisceau
pervers (resp. faisceau pervers quotient) qui provient de S et qui n’est autre que
(π◦)∗(pH1−r(π◦)∗K)[r − 1] →֒ K
(resp. K ։ (π◦)!(pHr−1(π◦)∗K)[1− r] = (π
◦)∗(pHr−1(π◦)∗K)[r − 1](r − 1) )
ou` l’injection (resp. la surjection) est induite par la fle`che d’adjonction (π◦)∗(π◦)∗ → id
(resp. id→ (π◦)!(π◦)∗).
(ii) Notons
P(P(V ),Qℓ) = Perv(P(V ),Qℓ)/S
la cate´gorie abe´lienne quotient au sens de Serre (cf. [10] Chapitre III), obtenue en
inversant dans la cate´gorie abe´lienne Perv(P(V ),Qℓ) les morphismes dont les noyau et
conoyau sont dans S. Alors les objets simples de P(P(V ),Qℓ) sont exactement les objets
simples de Perv(P(V ),Qℓ) qui ne sont pas dans S.
(iii) Un Qℓ-faisceau pervers K sur P(V ) est dans S si et seulement si (ρ
◦)∗K[1]
est isomorphe dans Perv(V ◦,Qℓ) a` (ρ
◦)∗K ′[1] pour un objet K ′ de S, c’est-a`-dire si et
seulement si (ρ◦)∗K[1] est isomorphe a` (π◦)∗M ′[r] pour un objet M ′ de Perv(S,Qℓ), et
on a l’inclusion
(π◦)∗(obPerv(B(Gm,S),Qℓ))[r] ⊂ ob S
ou` on a note´ encore par π◦ : P(V ) → B(Gm,S) le morphisme induit par le morphisme
structural π◦ : V ◦ → S.
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De´monstration : Mis a` part l’assertion de stabilite´ par extensions, la partie (i) du
lemme est de´montre´e dans la section 4.2.6 de [6].
Pour tout couple (M1,M2) de Qℓ-faisceaux pervers sur S, le foncteur (π
◦)∗(·)[r − 1]
exact induit un isomorphisme
Ext1(M1,M2)
∼
−→ Ext1((π◦)∗M1[r − 1], (π
◦)∗M2[r − 1])
puisque l’on a
Ext1((π◦)∗M1[r − 1], (π

















Par suite, S est stable par extensions , ce qui ache`ve la preuve de la partie (i) du lemme.
La partie (ii) est formelle : elle vaut pour toute cate´gorie quotient au sens de Serre
d’une cate´gorie abe´lienne noethe´rienne et artinienne.
Enfin, la premie`re assertion de la partie (iii) re´sulte de l’isomorphisme e´vident
K ∼= pH−1(ρ◦∗(ρ
◦)∗K[1]),
et la seconde assertion re´sulte de la premie`re puisque le morphisme de´duit par le
changement de base S → B(Gm,S) du morphisme π
◦ : P(V )→ B(Gm,S) est le morphisme
structural π◦ : V ◦ → S et se factorise donc en ρ◦ : V ◦ → P(V ) et π◦ : P(V )→ S. 
On dira que les objets de S sont les Qℓ-faisceaux pervers sur P(V ) qui proviennent de
S.
Bien entendu, on peut remplacer V par V ∨ dans ce qui pre´ce`de et on obtient la sous-
cate´gorie e´paisse et stable par extensions S∨ de Perv(P(V ∨),Qℓ) dont les objets sont
ceux qui proviennent de S, et la cate´gorie abe´lienne quotient au sens de Serre
P(P(V ∨),Qℓ) = Perv(P(V
∨),Qℓ)/S
∨.
PROPOSITION 5.7 (Brylinski [2]). — (i) Si K est un Qℓ-faisceau pervers sur P(V ), alors,
pour chaque entier i 6= 0, le i-e`me faisceau de cohomologie perverse de RadP(V )/S(K)
provient de S, plus pre´cise´ment est canoniquement isomorphe a`
pHiRadP(V )/S(K) ∼=
{
(π∨◦)∗(pHi−1(π◦)∗K)[r − 1] si i < 0,
(π∨◦)∗(pHi+1(π◦)∗K(1))[r− 1] si i > 0.






(ii) Le foncteur pH0 RadP(V )/S : Perv(P(V ),Qℓ) → Perv(P(V
∨),Qℓ) envoie la
sous-cate´gorie S dans la sous-cate´gorie S∨ et induit donc un foncteur note´ RP(V )/S
de la cate´gorie abe´lienne P(P(V ),Qℓ) dans la cate´gorie abe´lienne P(P(V
∨),Qℓ). Ce
foncteur RP(V )/S est exact et est une e´quivalence de cate´gories abe´liennes de quasi-inverse
RP(V ∨)/S(r − 2).
De´monstration : Si K ∈ obPerv(P(V ),Qℓ), le complexe (j
∨)∗ FourV/S(j!K) est dans
pD≤0c (P(V
◦),Qℓ) puisque j! est t-exact a` droite et que FourV/S est t-exact d’apre`s le
the´ore`me 4.2. Le triangle distingue´ de la proposition 1.6 donne donc les isomorphismes
cherche´s pour i > 0.




et le complexe (j∨)∗ FourV/S(j∗K) est dans
pD≥0c (P(V
◦),Qℓ), d’ou` les isomorphismes
cherche´s pour i < 0 et l’assertion (i) est de´montre´e.
Le calcul
RadP(V )/S((π
◦)∗M [r − 1]) = (q∨)∗q
∗(π◦)∗M [2r− 3]
= (q∨)∗(q
∨)∗(π∨◦)∗M [2r − 3]




(π∨◦)∗M [2r − 3− 2i](−i)
implique la formule
pH0 RadP(V )/S((π
◦)∗M [r − 1]) =
{
(π∨◦)∗M [r − 1](−r′) si r − 2 = 2r′ est pair,
(0) si r est impair,
pour tout Qℓ-faisceau pervers M sur S, et donc l’inclusion
pH0RadP(V )/S(obS) ⊂ obS
∨.
Compte tenu du triangle distingue´ de la proposition 1.6 et de la partie (iii) du lemme
5.7, on a aussi l’inclusion
pH0(j∨)∗ FourV/S(j!(ob S)) ⊂ ob S
∨
et le foncteur induit par pH0 ◦ j∨)∗ ◦FourV/S ◦j! de P(P(V ),Qℓ) dans P(P(V
∨),Qℓ) n’est
autre que RP(V )/S. On conclut en raisonnant comme dans la de´monstration de la partie
(ii) de la proposition 5.4. 
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COROLLAIRE 5.8 (Brylinski [2]). — (i) Si K est un Qℓ-faisceau pervers irre´ductible
sur P(V ) qui ne provient pas de S, le faisceau pervers L = pH0 RadP(V )/S(K) sur P(V )
admet une filtration a` trois crans
(0) = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ L3 = L
telle que L1 et L3/L2 proviennent de S et que L2/L1 soit un Qℓ-faisceau pervers
irre´ductible sur P(V ∨).
(ii) Si K est un Qℓ-faisceau pervers irre´ductible sur P(V ) tel que (π
◦)∗K = (0),
alors RadP(V )/S(K) est un Qℓ-faisceau pervers irre´ductible sur P(V
∨).
De´monstration : L’assertion (i) re´sulte de l’assertion (ii) de la proposition 5.7 puisque
celle-ci assure que toute suite de Jordan-Ho¨lder de L admet un et un seul sous-quotient
qui ne provient pas de S.
On sait de´ja` que RadP(V )/S(K) est pervers d’apre`s l’assertion (i) de la proposition 5.7.
Conside´rons une filtration
(0) = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ L3 = L = RadP(V )/S(K)
comme dans l’assertion (i) de´ja` de´montre´e. Si L1 = (π
∨◦)∗M1[r− 1] pour un Qℓ-faisceau
pervers M1 sur S, on a
Hom(L1, L) = Hom(M1[r − 1], (π
∨◦)∗L)
dans Dbc (S,Qℓ). Par suite, on a Hom(L1, L) = (0), et donc ne´cessairement L1 = (0),
puisque (π∨◦)∗L = (0) (cf. l’assertion (ii) de la proposition 5.4). Comme les hypothe`ses
sur K sont auto-duales, on voit de meˆme que L/L2 = (0), d’ou` le corollaire. 
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